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Resumen:

En este taller se presenta una coleccion de archivos informéati-
cos realizados con el programa Cabri Geometre Il que utilizan las
posibilidades de la geometria dinAmica para el tratamiento de coor-
denadas y funcione que se pueden utilizar para acercar a los estu-
diantes algunos conceptos de Analisis y Estadistica de Secundaria
Obligatoria y Bachillerato.

Los disefios realizados son interactivos: estan disefiados para
que los coeficientes de la expresion algebraica sean modificados y
podamos observar los cambios producidos en su grafica para extra-
er conclusiones. De la misma forma, la inclusién de elementos mo-
viles como la posibilidad de recorrer la curva favorece un acerca-
miento intuitivo al estudio de funciones. En el enfoque propuesto
intervienen tanto el estudio global del comportamiento de diversos
tipos de funciones, como un analisis mas detallado de sus caracte-
risticas, se estudian la recta, la parabola, la hipérbola, las funciones
exponencial, logistica, trigonométricas, etc. Ademas permite un
acercamiento a conceptos clave en las matematicas del bachillerato
como son el limite de funciones, la derivada la integral o la recta de
regresion.

Por otra parte, la conjuncion de procedimientos analiticos y
geométricos permite el tratamiento de algunos problemas practicos
desde diversos puntos de vista que confluyen en el estudio de la
situacion como son el geomeétrico, el gréfico y el algebraico, como
es el caso de la construccion de rectangulos de perimetro constante
o de paralelogramos articulados

El trabajo practico en el taller se iniciara con la manipulacién
de modelos ya construidos para analizar las posibilidades didacticas
de su utilizacion en clase. Mas tarde los participantes seran los que
realicen algunas construcciones.



1. La recta.

En primer lugar detallaremos los pasos necesarios para dise-
Aar un archivo que permita dibujar una recta e intervenir para modi-
ficar sus coeficientes. Partimos de la expresion explicita de la fun-
cion lineal y =ax+b en la que a es la pendiente y b es la ordenada
en el origen. Dibujaremos la grafica de funciones lineales de forma
gue sea posible introducir cambios en estos dos parametros y, con
ellos se modifique la grafica dibujada para que los estudiantes pue-
dan comprobar el efecto de las variaciones en esos parametros.

a) Definicién del dominio de la variable independiente.

= Mostrar los gjes.

» Dibujamos un Segmento con extremos sobre el eje horizontal
que sera el intervalo sobre el que vamos a tomar los valores de x
(el dominio).

» Colocamos un punto sobre el segmento dibujado.

b) Expresion algebraica de larecta.

= Con Edicibn Numérica escribimos los numeros 1,7 y 2,5. Estos
nameros seran los valores que tomamos inicialmente como pen-
diente y ordenada en el origen

= Creamos en la parte inferior un Comentario alargado que co-
mienza por y = seguido de uno de los parametros (sefiala 1,7
con el puntero y haz clic), después escribe x, seguido del sigho
+ y del otro parametro :
2,5 (también lo tomamos R
de la edicion numérica). 20

= En este momento ya po-
demos ocultar las edicio- a0
nes numeéricas de 1,7y " ' ’
2,5 ya no seran utilizadas
posteriormente. A

c) Dibujo de la funcién.

= Con Ecuacion y coordenadas obtenemos las coordenadas del
punto A (en realidad so6lo nos interesa la abscisa ya que la orde-
nada es 0).



= Activamos la Calculadora para obtener el valor numeérico de la
funcion para el valor de la abscisa del punto A. Cuando tenemos
el resultado, lo colocamos sobre la pantalla

» Con Transferencia de medidas llevamos el resultado obtenido
sobre el eje de ordenadas. Esto nos lleva a un punto B sobre el
eje cuya ordenada es el valor obtenido

» Con Recta perpendicular dibujamos las perpendiculares a los
ejes por los puntos que representan las variables dependiente e
independiente de la fun- ST
cion. El punto C de inter- Bl /¢
seccion de estas rectas
muestra uno de los puntos
de la grafica de la funcion.

= Utilizamos Lugar Geomé- |*
trico de C respecto de A
para obtener la grafica co-
rrespondiente al dominio.

Al {169,0,00) a

Resultado: 5,38

d) Exploracion de la grafica de la funcion.

= Para modificar la ecuacion coloca el cursor sobre uno de los dos
parametros. Utilizamos las flechas hacia arriba y hacia abajo pa-
ra incrementar el valor del coeficiente.

» Elincremento puede ser mayor o menor dependiendo del lugar
donde cologues el cursor en el niamero (el digito que se incre-

menta es el que esta a la iz-
quierda de la posicion donde
colocamos el cursor).

» Podemos hacer que el punto
C recorra los valores de la

gréfica si realizamos la Ani-
macion de A sobre el seg- e aats
mento PQ.

Ver Recta



e) El trabajo con rectas admite nuevas posibilidades como:

Dibujar dos rectas con las

normas dadas anteriormente
y estudiar la posicion relativa
y el punto de corte. Modificar |

0,00; 4,93)

las ecuaciones y estudiar el -
comportamiento: paralelismo /\

y perpendicularidad. Ver s oemte
Corte de dos rectas. Reda1;y,43 X228 Revg 2y =31

O estudiar la posicion relativa
de dos rectas.

,00; 2,34)

1

Estudiar las rectas en su for-
ma paramétrica.

-2,82; §,00)

Estudlo de |necuaC|OneS. y=12*t+-0,5 Y¥ 2,34 Maodifica el valor del parémetro

x=-0,6"t+-14 xF -2,82 GSEsl

2. Otras funciones.

» Podemos dibujar funcio-
nes cuadraticas, (hay que
preparar tres elementos
de Edicion numérica para
los coeficientes), En la
ecuacion y=ax* +bx+c €s
interesante hacer cam- Funcién de segundo grado
bios en cada uno de los | y=04 x2+15"x+21
coeficientes y comprobar | ™" " -
las transformaciones que provoca cada uno en la forma de la pa-
rabola. Los cambios se ven mejor si escribimos la ecuacion en la
forma y=a(x- b)? +c. Ver cuadratica 2.

0.0: 16.9)

H
1 Mueve aqui
'

14,50; 0,00)
i

»= Del mismo modo podriamos dibujar la polinébmica de cualquier
grado. Ver cubica.



= En el punto de corte de una recta y una parabola, podemos
hacer que la recta sea parale- ,

la al eje de abscisas (y=k)y
comprobar que el vértice esta

; T5]

situado en el punto medio de

1| Mueve aqui
132 0.00)

los puntos de corte aprove-
chando el eje de simetria ver-
tical de la parabola. Ver Corte
de recta y parabola.

y=0,8"%"2+1,4*x+1,4
Parabola: 1,85

» También podemos

dibujar como las ra- P ‘
cionales y la funcion S
exponencial. e

Mueve aqui

x%3,65 L
y 2,16

Ver Racional.

. = +b)/(cx+d =ab*
Ver Exponencial y= (ax+b)/(cx+d) y=a

= Qtra funcioén interesante es la

logistica que explica la evolucion de

muchas especies vivas. Es del tipo -

A
y_

1 + B* e- kx (modifica
En ella podemos encontrar significados los parametros del tipo
“cantidad maxima de individuos” o “velocidad de crecimiento de

la poblacion”. l

zar las funciones trigopnométricas:
seno, coseno Yy tangente.

...
= De la misma forma podemos anali- / J | /

Funcion tanggnte

y=1,0tan (1,0 (x-,0))+0,0

Se puede comparar la funcionse- | .
no con el movimiento del émbolo R

en el piston del motor de
explosién

"""" Altura del piston
en el cilindro




3. Los conceptos de derivada e integral

Cabri puede aportar y
significado geométrico al e
concepto de derivada. Dada g T i
una funcion de las estudiadas N,
anteriormente, p.e. la cuadra- |usn e sequndo graio e
tica, podemos tomar un seg- ... o,
mento de longitud variable ST < 2,59 6 /1,06 cm = 245
que indique el incremento
que tomamos en la variable independiente a partir de un punto
cualquiera, dibujar el incremento medido sobre la ordenada y trazar
la recta secante. Para que se dibuje la tangente no tenemos mas

que hacer el incremento todo lo pequefio que podamos.

Ver derivada en un punto. Ver funcion derivada

También podemos tener
una aproximacion al concepto
de integral definida. Si bien no
se calcula el area, al menos
podremos determinar la re- o
gion encerrada entre una cur- | iemm
va y el eje de abscisas entre uneidn e seundo graco
dos limites. Esto se consigue |73 218 e
con un segmento S que tiene un extremo A sobre la curva y el otro
B sobre otro segmento T dibujado previamente (con extremos en
los limites de integracién). El lugar geométrico de los segmentos S
respecto al punto A dibujara cincuenta segmentos con las condicio-
nes prefijadas que daran la imagen del sombreado de la region de-
seada. Ver Area bajo una curva.

Escala [y]: 2.3
Escala (i 1,0

x=-10 y x=60

De forma parecida po-
demos sombrear la region de- Funcién de tercar giack
terminada entre dos curvas [\ 70
tomando como punto de par-
tida los segmentos que son
paralelos al eje de ordenadas

y tienen los extremos sobre ‘
las dos curvas. Ver area entre
Funcién de segun rado

dos curvas. S *XAZH,S,X,,_M" e e R




4. Algunos problemas clasicos de optimizacion.

Cabri permite aportar nuevas perspectivas a problemas que

tradicionalmente pertenecen a la érbita del calculo de derivadas en
situaciones de optimizacion. Los disefios de ordenador pueden ser
utilizados por el profesor de Secundaria para sugerir ideas a los es-
tudiantes

Es el caso del problema de
las laminas de cartén a las
gue recortamos cuadrados en
los vértices y después dobla-
MOSs para construir cajas sin
tapa. En la figura de la dere-
cha podemos imprimir anima-
cion a un punto sobre el seg-
mento pequefio que determi-
na el tamafio del cuadrado

Yolumen: 8,02

2,67 cm

Mueve aqui

1,22 cm

5.00 cm

gue se recorta, se construye la forma recortada de la lamina de
carton (el desarrollo plano de la caja) y se transfieren a un sis-

tema de ejes de coordenadas el valor del lado del cuadrado y el
volumen de la caja resultante. Ver Cajas de carton.

Una situacion parecida se
puede disefnar con el estudio
del area de los rectangulos de
perimetro constante. Partimos
del segmento de la parte su-
perior derecha que determina
la base (en azul) y la altura
(en rojo).

Estudio del area de los jardines

de forma rectangular en el interior

de una semicircunferencia que
tienen dos vértices sobre el dia-
metro y los otros dos sobre la
curva.

39 cm 6.0 cm
Altura

Mover aqui
2,1 cm




5. Cabri Geometre Il para el tratamiento de la esta-
distica.

En los nuevos curricula de matematicas en secundaria se
hace especial hincapié en la ensefianza de la Estadistica, esto es
actualmente posible gracias a la tecnologia que incorporan las cal-
culadoras y los diferentes programas implementados en los ordena-
dores. Un ejemplo de la importancia del uso de la tecnologia en la
ensefanza de estos topicos es la regresion, el uso de muchos datos
lo mas reales posible hace que muchas veces parte del alumnado
se quede en el algoritmo de construccion y no acabe de ver que es
lo que hay detras. Vamos a presentar un par de ejemplos de cons-
truccion geométrica de las rectas de minimos cuadrados y mediana-
mediana que hacen que se visualice el proceso de construccion y
ayude al alumnado en la construccion de los conceptos para mejo-
rar su comprension.

Construccion de la recta de minimos cuadrados:

a) Colocacion de los puntos.

Crea una Nueva figura y unos nuevos ejes y muestra la parrilla.

Mueve el origen de coordenadas de forma que la pantalla mues-
tre el primer cuadrante. :
Utiliza Puntos, para co- 129

locar sobre la parrilla de ()

6 a 10 puntos al azar. ws  am

(Guarda la figura en un ' _ R
fichero aparte, asi la v : R 35
podremos utilizar : e

después). Ver Datos de o

regresion.

b) Rectay cuadrados.

Dibuja una recta que pase por un punto del eje y, utiliza Ecuacién
y coordenadas para visualizar la ecuacion de la recta.

Usa Recta perpendicular para trazar rectas perpendiculares al
eje X y que pasen por cada uno de los puntos.



Con Punto de interseccion entre dos objetos, marca los puntos
de interseccion de las perpendiculares con la recta que has dibu-
jado antes.

Oculta las rectas perpendiculares y dibuja los Segmentos que
unen los puntos que representan los datos con las intersecciones
en la recta (residuos).

Crea una Macro que construya un cuadrado de lado los segmen-
tos y mida su area.

Construye todos los cuadrados asociados a los segmentos.

Con la Calculadora ob-

Total de las dreas de los cuadrados: 22,32 cm?

tene mos Ia suma tOdaS ’ Ecuacién de la recta de regresion de mimos cuadrados: ¥ = 0,22x + 3,92

las areas. —z

Mueve el punto de corte I

de larecta con el eje y N i ==
1.40) cm® [15: 6) a=022

modifica la pendiente de | | ST L el
la recta hasta que la . '

suma de IaS éreaS sea , © Mover el punto b y la recta hasta conseguir que la
ml,nlma Ver Recta de | suma del area de los cuadrados sea minima
minimos cuadrados 1 ‘

‘&

0,02 cm*

(6: 1)

o
[
1]
N

La recta resultante es la recta de minimos cuadrados.
c) Larecta pasa por el punto (media x, mediay)

Como la ecuacion de la recta de regresion de ,
minimos cuadrados es: :§+_OS XY(x- X)
, podemos deducir que ésta pasa por el punto s )2(
(media de las x, media de las y), por lo que

vamos a trasladar el punto de paso de la recta de (0, b) al (media
de las x, media de las vy).

Con la Calcular obtén la media de las abcisas (x) y de las orde-
nadas (y).

Con Transferencia de medidas, sobre el eje correspondiente,
marca el punto de la media de las x y de la media de las y.

Traza la perpendiculares correspondientes y sefnala el punto de
interseccion (media de las x, media de las y).

Con Redefinir objeto mueve el punto de corte con el eje y (b)
hasta el punto (media de las x, media de las y).




Ahora sdlo queda modificar la pendiente de la recta para conse-
guir la recta de minimos cuadrados. Ver Recta de minimos cua-
drados 2.

. Suma de las areas de los cuadrados: 22,82 cm?
Ecuacién de la recta de regresién de mimos cuadrados: y = 0,22x% + 3,97

[12;19)
593 cm?

349 cm?
[7:7) a=022

2.30 |cm*
(4: 6) .48 cm*

1.36| cm® .
med x, med ) B18 o [15: 6]

- 0,84 cm* R
_/[;]x;q 1,61 cme {5 033 Media de las x: 8
= 03 cm? 6: 4) Media de las y: §,7

2,62 cm*
[33)

La recta mediana-mediana.

La Geometria y el Algebra se unen en una técnica de analisis
de datos que se llama recta mediana-mediana.

Esta recta de regresion utiliza el concepto de mediana en lu-
gar del de media de los datos que se usa en la recta de minimos
cuadrados. A la recta mediana-mediana también se la conoce como
recta resistente, porque no se ve afectada por datos "extrafios"
(muy alejados de la media) como lo estaria la recta de minimos
cuadrados. Esta diferencia es el resultado de utilizar la mediana en
lugar de la media. El objetivo de la recta mediana-mediana, como el
de otros modelos de ajuste, es el de representar la tendencia de los
datos mediante una recta. Una vez calculada la ecuacion de esta
recta, podemos dibujarla, justificar la relacion y hacer predicciones
sobre las variables.

Construccion de la recta mediana-mediana

Recupera la figura de datos de la actividad anterior.

Haz tres grupos homogéneos y separalos mediante rectas per-
pendiculares al eje X, si hay un multiplo de 3 +1 datos, deja el
grupo del medio cun un dato mas, si hay un mdailtiplo de 3 + 2 da-
tos , deja el grupo del medio con un dato menos.

Calcula y representa, mediante la interseccion de perpendicula-
res a los ejes, las medianas de los tres grupos.



Dibuja un triangulo de vértices las tres medianas y halla su bari-
centro (interseccion de las medianas).

Dibuja la recta que pasa por el baricentro y es paralela al seg-
mento que une la mediana del primer grupo con la del tercero.
Mediante la opcién ecuacién y coordenadas, muestra la ecuacion
de la recta. Ver Recta mediana-mediana.

*  Ecuacidn de la :recta de regresion med-l‘:ned: y=0.2x+3,734
i nz9)

(10; 8) i

6 ! (7:7) Me2s; 6)

- (15 6)
(3 5 [13:5)
Me1(3: 4]
[6; 4 .
Acciones:
3:3 | 1.- Se represehtan los puntos.
I 2.- Se dividen'en tres partes y se calcula y representa

1 3 cada una de I"-Ils tres medianas {(Me1, Me2 v Me3).

! 3.- Se dibuja el triangulo que forman y su baricentro.

: i 4. Se dibuja lajrecta que pasa por el baricentro y es
| paralela al segmento que une Me1 con Me3.
5.- Se calcula |a ecuacién de larecta

La recta resultante es la recta mediana-mediana o resistente.

6. Conclusiones

La regresion lineal necesita de un calculo arduo y un misterio-
S0 proceso usado para analizar, manipular, los datos. Como en mu-
chos procesos matematicos los conceptos subyacentes en la regre-
sion lineal no son dificiles de entender —recta que cumple una serie
de propiedades, minimice la suma de los cuadrados de los residuos,
..— . Con Cabri Géometre Il se puede ayudar al alumnado a visuali-

zar qué se esconde detras de la recta de minimos cuadrados o me-
diana-mediana.

Colocando simplemente puntos y lineas en la pantalla se pue-
de trabajar el concepto de suma de los cuadrados minima de los
residuos de forma numérica y visual en lugar de sélo desde el punto
de vista algebraico. El alumnado puede realmente "ver" que de to-
das las rectas que se pueden dibujar para representar los datos so-
lo una es la de menor suma de los cuadrados de los residuos, asi
como que tiene sentido representar cada subgrupo de los datos por



su mediana y que la recta que los represente debe pasar por el
“centro de gravedad” del triangulo que forman.

La Geometria Dinamica de Cabri Geometre Il aporta formas
de abordar los contenidos —conceptos y técnicas- matematicos y los
hacen mucho mas faciles de comprender por los estudiantes. Cabri
establece puntos de conexion entre las ideas algebraicas y graficas
por medio de la geometria.

El estudiante puede estudiar cualitativamente familias de fun-
ciones: analizar su comportamiento, estudiar qué pasaria si modifi-
camos alguno de los parametros en la expresion algebraica. Esto le
permite realizar conjeturas sobre las ideas generales sobre las fun-
ciones. Por otra parte, Cabri permite ampliar el conjunto de las fun-
ciones que podemos presentar, es el caso de la funcidn logistica de
gran utilidad para analizar la evolucién de ciertas poblaciones de
seres vivos, pero muy dificil de tratar si no tenemos el soporte grafi-
co de la tecnologia.



